Numeros complejos y funciones complejas elementales

Estructura de la leccion y objetivos
La leccion esta estructurada en tres partes.
Primera parte: [\lgebra y operaciones basicas con niimeros complejos

Ademas de dar las definiciones basicas y explicar la terminologia, a veces con-
fusa, que se usa para hablar de naumeros complejos, comprobaremos lo ttiles
que son las coordenadas polares para multiplicar numeros complejos. Al ter-
minar esta leccion seras capaz de ver donde esta el error en expresiones como:

—1=i’=ii=v-1v/-1= /(- —+/1=1

= (~1)Y2 = [(-1)3Y2 = <—1>3/2 = %=
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Segunda parte: Sucesiones de numeros complejos

Daremos las definiciones basicas de convergencia de una sucesion de nimeros
complejos y veremos que el estudio de una sucesion de numeros complejos es
equivalente a estudiar dos sucesiones de numeros reales. Veremos como las
sucesiones de numeros complejos permiten definir con facilidad los conjun-
tos fractales de Julia y de Mandelbrot.

Tercera parte: Funciones elementales complejas

Daremos las definiciones basicas de continuidad y derivabilidad de funciones
complejas. Introduciremos la funcion exponencial compleja y comprobare-
mos que dicha funcion contiene a las funciones elementales en el sentido de

que todas pueden definirse con facilidad a partir de ella.
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Para seguir con comodidad esta leccion conviene que repases:

= Lasfunciones trigonomeétricas reales y sus “inversas”: definicion y propiedad
basicas. En particular, la funcion arcotangente.

= El concepto de limite de una sucesion de nimeros reales. El llamado “cri-
terio del zapato” para la indeterminacion 1. La relacion entre limite fun-

cional y limite secuencial.
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Objetivos

= Aprender a trabajar con nimeros complejos en forma cartesiana y en for-
ma polar. Calcular raices complejas.

= Conocer las funciones elementales complejas. Calcular logaritmos y po-
tencias complejos.
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El cuerpo C de los niimeros complejos

Consideremos en el conjunto R? las operaciones de adicién y producto definidas
por

(a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)
(a,b)(c,d) = (ac— bd,ad+ bc)

Es muy facil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributi-
va de las operaciones asi definidas. El elemento neutro de la suma es (0,0) y
(1,0) es la unidad del producto. Ademas, (—a, —b) es el opuesto de (a,b), y todo
(a,b) # (0,0) tiene inverso

@) (5 e sz pz) — (L0

a’+b? a®+b?

Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R?,+,-) es un cuerpo. Di-
cho cuerpo se representa simbolicamente por C y sus elementos se llaman

nimeros complejos.
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A los elementos de R? se les llama de distintas formas:

vectores si se esta considerando la estructura de espacio vectorial.

puntos si fijamos la atencion en la estructura topologica o afin.

pares ordenados cuando estamos pensando en R? como conjunto sin ningu-

na estructura particular.

= numeros complejos cuando se considerala estructura de cuerpo antes defini
da.
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Forma cartesiana de un niimero complejo

El simbolo usual (a,b) para representar pares ordenados no es conveniente
pararepresentar el nimero complejo (a,b). Representaremos los nimeros com-
plejos con un simbolismo mas apropiado. Para ello, observa que:

(a,0)+ (b,0) = (a+b,0)  (a,0)(b,0) = (ab,0)

Por esta razon, en las operaciones con numeros complejos podemos sustituir
los complejos del tipo (a,0) por el numero real a. Es decir, hacemos la identi-
ficacion (a,0) = ay consideramos R C C.

Definiendo i = (0,1) podemos escribir
(a,b) = (3,0)+ (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a-+bi

a-+ bi es la expresion cartesiana del numero complejo (a,b). Se dice que a es
la parte real y b la parte imaginaria de a+ ib. Teniendo en cuenta que i° =
(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1 es muy facil de recordar el producto pues

(a+ib)(c+id) = ac+i’bd+i(ad+bc) = ac—bd+i(ad+ bc)
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No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho pero también perdemos algo. Te recuerdo
que R tiene dos estructuras: la algebraica y la de orden. Ambas estructuras
estan armoniosamente relacionadas. Pues bien, en C no hay nada parecido.
Podemos definir relaciones de orden en C, pero no hay ninguna de ellas que

sea compatible con la estructura algebraica.
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Representacion grafica

Es usual interpretar el numero complejo a+ib como el vector del plano (a,b) v,
en ese sentido, se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre
de eje real, y el eje vertical recibe el nombre de eje imaginario.

a+i b

a-ib

Si z=a+ib es un numero complejo (con a e b reales), entonces el conjugado
de zse define como z=a—ib.
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El médulo o valor absoluto de z se define como:

1zl = va?+b?

Observa que +/ a2 +b? esta definido sin ambigiiedad; es la raiz cuadrada del
numero real no negativo a + b?.

Geométricamente zes sencillamente la reflexion de zrespecto al eje real, mien-
tras que |z es la distancia euclidea del punto (a,b) a (0,0) o, también, la lon-
gitud o norma euclidea del vector (a,b). La distancia entre dos numeros com-

plejos zy w se define como |z— w|.
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Representacion grafica de la suma

Dos numeros complejos z=a+ib y w= c+id determinan un paralelogramo

cuya diagonal es z+ w.
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Forma polar de un niimero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los calculos con pro-
ductos de numeros complejos. Para cualquier nimero complejo z= x+1iy # 0
podemos escribir

X .y
2= 27| (— +i7)
2|z
X : . . .
Como (H, l—i,) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la

forma

Xy

—,—) = (cosd, send
(|Z‘ |Z|) ( )

para algin numero 9 € R. Resulta asi que
Z=|z|(cosd +isend)

Esta forma de expresar un numero complejo recibe el nombre de forma polar,

cuya interpretacion grafica vemos en la figura.
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Argumentos de un niimero complejo

Arg(z) = {teR:z= |7/ (cos +isern)}
Observa que

cogt) = cogs)

s, teArg(z) < { sin(t) = sin(s)

} <= s=1+ 2Kkt para algun keZ

Por tanto, conocido un argumento t, € Arg(z) cualquier otro es de la forma
to + 2kmpara algun ke Z, es decir, Arg(z) = t, + 21Z.

Es claro que dos numeros complejos, z, w, son iguales si, y solo si, tienen el
mismo modulo y Argz = Argw.
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De entre todos los argumentos de un numero complejo z # 0 hay uno tnico
que se encuentra en el intervalo | — 1T 11, se representa por arg(z) y viene dado
por:

farcthy/x)—n siy<0,x<0
—T/2 siy<0,x=0

arg(z) = { arctg'y/x) six>0

/2 siy>0,x=0

Larctgy/x)+msiy>0,x<0
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Veamos como la forma polar permite hacer facilmente productos de niumeros
complejos. Consideremos dos numeros complejos no nulos

Z= |z (cosd +isend)
W = |w| (cosp +isenp)

Entonces

zW= |z| |w| (cosd +isend)(cosp +isenp) =
= |zw{ [(cosd cosp — send send) +i(send cosp + cost senp)| =
= |z (cos(d +¢)+isend+¢))

Es decir: para multiplicar dos niimeros complejos se multiplican sus modulos y
se suman sus argumentos. Por ejemplo, para calcular (1+i)* como |1+i| = /2
yarg(1+i) = 1/4, se sigue que (1+i)* = —4.

Asi pues, el producto de dos numeros complejos es geométricamente un giro
(pues se suman los argumentos de los numeros que estamos multiplicando)
seguido de una homotecia (el producto de los moédulos de ambos numeros).
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Formula de De Moivre

Acabamos de ver que sizweC*, 3 €Arg(z) y p €Arg(w), entonces 9 + ¢ € Arg(zw).
Es ahora facil demostrar mediante induccion la siguiente formula, muy util,
conocida como formula de De Moiuvre.

Si zes un complejo no nulo y ¥ es un argumento de z, entonces se verifica que
nY es un argumento de z":

2" = (| (cosd +isend))" = |7" (cosnd +isem?)

para todo neZ.
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Raices de un niimero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuacion w" = z donde n es un niumero natural,
n> 2,y z+# 0es un numero complejo conocido. Escribamos w en forma polar:

w = |w|(cosp +isenp)

Ahora, usando la férmula de De Moivre, podemos escribir la ecuacion w" = z
en la forma equivalente:

W' = |w|" (cosng +isemd) = |z| (cosd +isend)

Esta igualdad se da cuando |w|" = |z| y n¢ = 8 + 2kt donde k € Z. Deducimos
que |w| = {/|z] (ojo: se trata de la raiz n-ésima de un nimero positivo, cosa ya
conocida). Ahora bien, para cualquier numero ¢ de la forma ¢y = (3 + 2km) /n
tenemos un numero complejo

Wi = V/|z|(cospk +i senpy)

tal que (Ww)" =z
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Como una ecuacion polinomica de grado n no puede tener mas de n solu-
ciones, se sigue que distintos valores de k deben dar lugar al mismo numero
Wk. Veamos:

Wi = Wq & Ok — g = 2MT < K— = nm

Es decir, k y q dan el mismo resto al dividirlos por n. Deducimos que para

k=0,1,2,...,n—1 obtenemos w distintos y cualquier otro wg es igual a uno
de ellos. Por tanto hay nraices n—ésimas distintas de z



index.html

De entre todas las raices n—ésimas de z vamos a designar con el simbolo /za
la raiz n-ésima principal, que esta definida por

argz . argz
Wz =|z|}" (cosTg +|senTg>

Observa que en el caso particular de que z sea un numero real positivo, en-
tonces la raiz principal de z (considerado como nuimero complejo) coincide
con la raiz de z (considerado como numero real positivo).

Hemos obtenido que las raices n—ésimas de zvienen dadas por

argz+ 2kt . argz+ 2km
zk:|z|1/”<cos g: +isen g:

) k=0,12,....n—-1

Sirepresentamos todas las raices n—ésimas de zobtenemos n puntos sobre una

circunferencia de centro (0,0) y radio 1/ |z| que forman un poligono regular de
nlados. Aqui puedes ver representadas las raices octavas de la unidad.
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Veamos cuando se verifica la igualdad /z{/w = y/zw.
Como los numeros /z{/w y y/zw tienen igual modulo, {/|zw, la igualdad

VZOW = /zW
equivale a que para algun entero k se verifique que

argiz) argw) _ arg(zw) okt
n

n n

Y4
+

es decir, arg(z) + argw) = arg(zw) + 2kntt Como n> 2y
—2n< arg(z) +argw) < 2m

deducimos que ha de ser k=0 (pues, en otro caso, |2knr > 41ty no puede darse
la igualdad). Luego, debe ocurrir que arg(z) + argw) = arg(zw) lo que equivale
a que —Ti< arg(z) +argw) < 1. Hemos probado que

VZYW = y/zw<—= —Ti< arg(z) + argw) < Tt
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Por ejemplo, si los numeros zy w estan en el semiplano de la derecha, es decir,
Rez> 0, Rew > 0, entonces —T1/2 < arg(z) < /2y —T1/2 < arg(w) < Tt/ 2; por tanto
arg(z) +argw) = arg(zw) por lo que, en este caso, \/zy/w = \/Zw.

En el caso en que n=2, z=w = —1, tenemos que

arg(—1) +arg—1) = 2n# 0=arg1) = arg((—1)(-1))

y no se cumple la condicion anterior. En este caso

V=1V-1=-1#1=v1=/(-1)(-1)

es decir /—1y/—1= —1 esunaraiz cuadradade 1= (—1)(—1) pero no es la raiz
cuadrada principal de 1.
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Topologia del plano complejo

Como conjunto, C no es otra cosa que R2, por tanto, dar una topologia en C
es lo mismo que dar una topologia en R?. Pues bien, consideraremos en C la
topologia usual en R2, es decir, la asociada a la norma euclidea. Escribiendo la
norma en términos de C, ésta viene dada por

1zl = vz
Mientras que la distancia euclidea en C viene dada por (z,w) — |z—w| z,w € C.
En C suele usarse la siguiente terminologia. Dados a€ Cyr > 0, el conjunto
D(a,r)={zeC:|z—a| <r}

se llama disco abierto de centro ay radio r. Observa que un disco abierto no
puede ser vacio.

Dadosae Cyr > 0, el conjunto

D(a,r)={zeC:|z—a| <r},

se llama disco cerrado de centro ay radio r. Observa que D(a,0) = {a}.
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Representaremos por
C(ar)*={zeC:|z—a|=r}

la circunferencia de centro ac C yradior > 0.

Un conjunto se llama acotado si esta contenido en algun disco centrado en el
origen. Un conjunto Q C C se dice que es un conjunto abierto si todo punto de
Q es centro de algun disco abierto contenido en Q. Por convenio el conjunto
vacio se considera abierto. Un conjunto se llama cerrado si su complemen-
tario es abierto. Un conjunto abierto no vacio con la propiedad de que dos
puntos cualesquiera del mismo pueden unirse por una curva sin salirse del
conjunto se llama un dominio. Un conjunto cerrado y acotado se llama un

conjunto compacto.
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Sucesiones de nameros complejos

Una sucesion de numeros complejos es una aplicacion del conjunto de los
numeros naturales en C. Como de costumbre, representaremos por {z,} la
sucesion dada por n+— z, donde z, € C. La definicion de sucesion convergente
es exactamente la misma que para sucesiones reales.

Definicion. La sucesion de nimeros complejos {z,} converge a un namero
complejo zsi para todo € > 0 existe un numero ng € N tal que para todo n > ng
se verifica que |z, — z| < €. Equivalentemente, {z,} converge a zsi |z, — 2 — O.

Recordemos que max{|Rez|,|Imz} < |z] < |Rez + |ImZ. Gracias a esta desigual-
dad tenemos que

|Rez, — ReZ
< |z —27 < |Rez, — Rez| + |Imz, — ImZ
Imz, —ImzZ|

Deducimos que |z,—2 — 0 si, y so6lo si, |Rezy;—Rezl — 0y |Imz,—Imz — O.

Hemos probado el siguiente resultado.
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Proposicion. Una sucesion de numeros complejos {z,} es convergente si, y
solo si, las sucesiones de numeros reales {Rez,} y {Imz,} son convergentes.
Ademas en dicho caso

lim{z,} =z<= Rez=Iim{Rez,} y Imz=Iim{Imz,}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de numeros complejos se
reduce a estudiar la convergencia de dos sucesiones de numeros reales.

Supongamos que {z,} es una sucesion tal que para todo K > 0 existe un numero
natural ng € N de forma que si n > ng entonces |z,| > K. En dicho caso diremos
que la sucesion {z,} es divergente o que diverge y escribiremos {z,} — co.

Los resultados que conoces para sucesiones de nuimeros reales en los que no
interviene el orden son también validos para sucesiones de niumeros comple-

jos. Destacamos entre ellos los mas importantes.
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Algebra de limites.

s Si{z,} —»zy {wh} —w, entonces {z,+Wn} — z+W y {Z,Wn} — zw. Ademas,

1 1
si z, # 0 paratodo neN y z# 0, entonces {Z} -

= Si{z,} divergey {wy} esta acotada entonces {z,+ w,} diverge.

= Si{z,} diverge y {w,} esta separada de O, esto es, existe p >0y ng € N de
forma que para n > ng se cumple |wy| > p, entonces {z,w, } diverge.

Teorema de Bolzano —Weierstrass. Toda sucesion acotada de numeros com-
plejos tiene alguna sucesion parcial convergente.

Definicion. Una sucesion de numeros complejos {z,} se dice que es de Cauchy
si para cada numero positivo € > 0 existe un numero natural np € N de forma
que si p,q > ng entonces |z, — zy| < €.

Teorema de complitud. Toda sucesion de Cauchy de numeros complejos es

convergente.
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Series de numeros complejos

Dada una sucesion, {z,}, podemos formar a partir de ella otra sucesion, {S;},
cuyos términos se obtienen sumando consecutivamente los términos de {z,},
es decir:

S =2,%=2a+2,S3=0+2+2%,...,.5=a+2+ - +2

La sucesion, {S,}, asi obtenida se llama serie de término general z, y se repre-
senta por Zzn. Si una serie Z Z, es convergente su limite se llamar suma de
n>1 n>1

la seriey es el numero complejo definido por
00 n
Z Zn =1im{S,} =Iim Z Z
n=1 k=1

La serie Zzn converge si, v sélo si, las series Z Rez, y Z Im z, son conver-
n>1 n>1 n>1
gentes.

Proposicion. Condicion necesaria para que la serie Zzn sea convergente es
n>1

que lim{z,} = 0.
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Convergencia absoluta.

Definicion. Se dice que una serie de nimeros complejos Z Z, converge abso-
n>1

lutamente si la serie de numeros reales positivos Z 1z,| es convergente.
n>1

Proposicion. Si una serie de niumeros complejos es absolutamente conver-
gente entonces dicha serie también es convergente.

El siguiente resultado pone de manifiesto que el concepto de convergencia
absoluta de una serie es mucho mas fuerte que el de convergencia.

Teorema de Riemann. La serie Z Z, converge absolutamente si, y solo si, para
n>1

toda biyeccion 1: N — N la serie Z Zyn) €8 convergente. Ademas, en tal caso se
n>1

verifica que
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Criterios de convergencia no absoluta para series. Sea {a,} una sucesion de
numeros reales y {z,} una sucesion de numeros complejos.

Criterio de Dirichlet.  Si {a,} es monotonay converge a cero y la serie  z, tiene
sumas parciales acotadas, entonces ¥ a,z, converge.

Criterio de Abel. Si {a,} es mondtona y acotada y la serie y z, converge, en-

tonces Z anZn €S convergente.
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Funciones complejas

Las funciones complejas no son mas que las funciones definidas en subcon-
juntos de R? con valores en R? cuando en R? consideramos su estructura com-
pleja. Dado un conjunto A C C, atoda funcion compleja f : A— C sele asocian
dos funciones reales: la funcion u = Ref “parte real de f ” y la funcionv=Im f
“parte imaginaria de f” definidas para todo (x,y) = x+1y € A por:

u(x,y) = Ref(x+1y), v(X,y)=Imf(x+iy)

Naturalmente, f(z) = Ref(z)+iIm f(z).

La funcién conjugada de f es la funcién f definida por

f(z) =Ref(z) —ilm f(2)

La funciéon moédulo de f es la funcion |f| definida por

f1(2) = [T(2)
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Continuidad

Definicion. Se dice que la funcién f : A— C es continua en un punto a€ A si
para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que

zec A
— |f(2)— f(a)| <&
z—a| <o

Usando una vez mas las desigualdades
max{|Rez|,|Imz} < |z] < |Rez +|ImZz

se prueba facilmente que una funcion compleja f es continua en asi, y solo si,

las funciones Ref y Im f son continuas en a.
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Limite funcional

Definicion. Dado un punto a de acumulacion de A, se dice f:A— C tiene
limite en a si hay un niumero complejo L € C con la propiedad de que para
cada € > O existe un 6 > O tal que

zc A
— |f(z2) —L| <&
O<|z—al<d

Simbolicamente escribimos lim f(z) = L.
Z—a

Usando las desigualdades anteriores yllamando a=a +i3, L = A + il tenemos

lim Ref(x,y) =A

Iim f(Z) =L <— « (%,y)—(at,B)

£—a lim Imf(xy) =
\ (va)ﬁ(aaB) ( y) u
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Se dice que f : A— C tiene limite en infinito si hay un namero complejo L €
C con la propiedad de que para cada € > 0 existe un K > 0 tal que si |z > K
entonces |f(z) — L| < €. Simbolicamente escribimos lim f(z) = L.

Z—00

Se dice que f: A — C tiene limite infinito en infinito si para todo M > 0 ex-
iste K > 0 tal que si |z > K entonces |f(z)| > M. Simbodlicamente escribimos
lim f(z) = co.

Z— 00

Se dice que f : A— C tiene limite infinito en un punto a de acumulacion de A
si para todo M > 0 existe d > O tal que

ze A
— [f(2)| > M
O<|z—a|<d

Simbdlicamente escribimos lim f(z) = .
Z—a
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Derivada de una funcién compleja

Definicion. Sea f : ACC — Cyae ANA. Se dice que f es derivable en a
cuando existe el limite

im 12 =1@ ¢
z—a Z—Aa

el valor de dicho limite se llama derivada de f en el punto a, y se representa
por f'(a).

La tinica novedad de la definicion es que se esta utilizando el producto com-
plejo y eso, como veremos, hace que la condicion de derivabilidad en sentido

complejo sea mucho mas fuerte que la derivabilidad para funciones reales.
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Reglas de derivacion. Sean dos funciones f,g: A— Ccon AC Cyae AnA.
Supongamos que f y g son derivables en a. Entonces:

= (f+g)(@=f(a+d'(a)
= (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
= Sig(z) # Opara todo z € A entonces

Y ., _ F(@g@ - f(a)g'(a)
( )(a) (g(a))2

g
= Regladelacadena. Dadasf:A— Cyg:B— Ctalesque ABCCyf(A)CB,
podemos considerar la funcion compuestah=go f : A— C.

Si suponemos que f es derivable en ac ANA’' y que g es derivable en b =

f(a) BN B’ entonces h es derivable en ay

(a)=g'(f(a)f'(@ =g'(b)f'(a)
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Relacion ente la derivabilidad compleja y la diferenciabilidad real.

Sea Q C C un conjunto abierto, aun puntode Qy f : Q — C una funcion de Q
en C. Notemos a= o +iB, u(x,y) = Ref (x+iy), v(x,y) = Im f(x+iy) (X+iy € A).
Equivalen las siguientes afirmaciones:

) f esderivable (en sentido complejo) ena= o +if.

i) Las funciones u(x,y) = Ref(x+1y), v(x,y) = Im f (x+iy) son diferenciables en
(a,B) y ademas

ou ov )
&(CL B) — @(CL B)
> Ecuaciones de Cauchy-Riemann
@B =~ 2(a,p
ay: 7 ox )

En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene

.oV

{'(a) = f(0+iB) = (@, B) +iow(a,B)

0X
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Funciones holomorfas

Definicion. Sea Q un abierto de C. Una funcion f : Q — C se dice que es holo-
morfa en Q si f es derivable en todo punto de Q.

Ejemplos
= Las funciones polinémicas, es decir, las funciones de la forma
P(2) = o+ C1Z+ 72 + -+ -+ CpZ’
son funciones enteras. La funcion derivada de p viene dada por

p'(2) = C1+ 262+ 3csZ + -+ N2t (z€C)

. . . . Z
= Las funciones racionales, es decir, las funciones de la forma R(z) = &

q(2)
donde p(z) y q(z) son funciones polindOmicas, son holomorfas en su do-

minio natural de definicion Q = {ze C: gq(z) # 0}. La funcion derivada de
Rviene dada por

R/(z) = 2292 — PRI

(zeQ)

q(2)?
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Propiedades de las funciones holomorfas
Como consecuencia de las reglas de derivacion tenemos el siguiente resultado.

Proposicion. El conjunto #(Q) de las funciones holomorfas en un abierto Q
con la suma y el producto usual de funciones es un algebra.

Proposicion. Una funcion holomorfa en un dominio cuya derivada es nula en
todo punto es constante

Corolario. Si dos funciones holomorfas tienen la misma derivada sobre un

dominio y coinciden en un punto son iguales.
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Proposicion. Sea Q un dominio y f € #H(Q). Equivalen las siguientes afirma-
ciones:

1. Ref es constante en Q.
2. Im f es constante en Q.
3. La funcién compleja conjugada de f, f, es holomorfa en Q.

4. f es constante en Q.

5. |f| es constante en Q.
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1. Funciones complejas elementales

1.1. Lafuncion exponencial

Una de las formas de definir la exponencial de un numero real x es mediante

el limite "
e = lim (1+ ﬁ)

Nn—oo

Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de un numero com-
plejo seria calcular el anterior limite para ze C. Llamemos z = x+ iy. Consid-
eraremos que y # 0, puesto que si y = 0 tendriamos que z= X seria un namero

real. Pongamos w, =1+2z/ny

y/n
1+ x/n

¢n = arctg

Sea n, tal que para n > ng se verifique que Rew,) > 0. Entonces, para n > ng
resulta que ¢, = arg\wy). Por otra parte, el médulo de w,, viene dado por

y2

Z|2 X\ 2
|wn|2=‘1+—‘ :(1+—) .
n n n
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Tenemos ahora, gracias a la formula de De Moivre que

29N/2
y

/
a E n_ )_( 2 Yy _
(Wh) _<1+ n) — {<1+ n) +n2] (cognodn) +isernndn))
Pero, por el criterio de equivalencia logaritmica, es
/2 2 \2
il — I N2 T ap(iim™ (22 L)) =
lim |wp| _I|m{<1+ﬁ) 5| =exp I|m2 Tt ST =€

y/n
14+x/n

Ademas, la sucesion {¢,,} es asintoticamente equivalente a { } Por tan-

to

lim{nn} = lim{n 11/;/n} —y

En consecuencia, tenemos que

lim (1+ ;)n = lim (w,)" = lim \wa|" (cognd,,) +isennd,)) = € (cosy+isery)

N—o0 Nn—oo

Definimos, por tanto, la exponencial compleja como

N—oo

e’ =expz= lim <1+ E)n = €7%?(cos(Imz) +isen(lmz))
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Observa que
&/ =% ImzeArg(€f)

En particular, obtenemos la llamada formula de Euler:
é! = cost +isernt (paratodot € R)

que establece una relacion entre la exponencial compleja ylas funciones trigono
cas. Haciendo t = rttenemos la singular igualdad

e€"+1=0
en la que intervienen los niumeros mas importantes de las matematicas.

De la formula de Euler se deducen facilmente las llamadas ecuaciones de Euler:
dt 1 it dt _ ait
CoOSt = ————— sent = ——— (teR
> > (teR)
Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann se deduce que la funcion expo-
nencial es una funcion entera y exp’(z) = exp(z). Se prueba facilmente que

et = ¢#e" para todos z, we C. Se deduce que para todo ze Cy todo ke Z es

eZ — eZ+2kT[i
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Lo que nos dice que la exponencial compleja es una funciéon periddica con
periodo 2m. Naturalmente, esto supone una gran diferencia con la exponen-
cial real que es una funcion inyectiva. Observa que la exponencial no se anula
nunca pues |€?| =e¥ > 0.

1.2. Logaritmos complejos

El comportamiento periddico de la exponencial compleja se va a traducir, co-
mo vamos a ver enseguida, en que la ecuacion €¥ = z, donde z es un namero
complejo no cero, va a tener infinitas soluciones we C. Como

e = e (cos(Imw) +isenImw))
Para que €¥ = zes necesario y suficiente que:

1. |€¥] = |z|, esto es, eR®W = |z|, es decir, Rew = log|z| (logaritmo natural del
numero real positivo |z|).

2. Arg(e") = Arg(2), esto es, Imwe Argzy esto se cumple si, y solo si Imw =
arg(w) + 2ktt, con ke Z.
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Hemos probado que
{weC:e" =2z} = {log|z| +i(argz) + 2km), ke Z}

Por tanto, existen infinitos nimeros complejos w que satisfacen la ecuacion
e" = z Cualquiera de ellos se llama un logaritmo de z El conjunto de todos
ellos lo representaremos por Logz De entre todos ellos elegimos uno, llamado
logaritmo principal, definido por

logz=log|z|+iargz) paratodo ze C*

Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma log(z) + i2km para
algun entero k. Es importante que observes que la igualdad

logzw= logz+ logw
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que es valida para los logaritmos de los numeros reales positivos, no es siem-
pre cierta cierta para numeros complejos. Por ejemplo:

log(—1+iv3) = IogZJri%]T
log(—V3+i) = I092+i%n
log((—1+iv3)(—v3+i)) = Iog4+i3—n

2

Lo que esta claro es que el numero logz+ logw € Log(zw), es decir, logz+ logw
es un logaritmo de zwpero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.

Como la funcion z — argz es continua en C \ Ry y discontinua en R, se de-
duce que el logaritmo principal es discontinuo en R y continuo en C\ R. De
hecho, el logaritmo principal es una funcion holomorfa en el dominio C\ R y

1
log’(z) = ~ para todo ze C\ R;. Esto puedes probarlo usando las condiciones

de Cauchy-Riemann.
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1.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos numeros reales a > 0y be R, la potencia de base ay
exponente b se define como a® = €°'°92, Ahora, dados a,b € C, con a # 0, sabe-
mos que hay infinitos logaritmos de a, todos ellos son de la forma loga+ i 2k,
con ke Z. Por ello, cualquier ntimero complejo de la forma e?(°98+12M qonde
ke Z, es una potencia de base ay exponente b. De todas ellas se destaca una:

ab _ ebloga

y dicho namero se llama valor principal de la potencia de base ay exponente
b. Observa que si b= 1/ndonde ne N, el numero

al/n = exp(} Ioga) — exp(Ioﬁl + i%) = |z|¥/" (cosﬁlnL i sen%)
N n N n n

es el valor principal de la raiz n-ésima de a que antes hemos notado por /a.

La definicion anterior da lugar a las funciones exponenciales complejas de
base a, z—— &% definidas por a* = exp(zloga) que son holomorfas en todo el

plano.
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Por otro lado la funcién potencia compleja de exponente b, z— 7°, definida
por 22 = exp(blogz) es holomorfa en C\ Ry.

Las funciones exponenciales cumplen la igualdad a*™ = a*a" pero las fun-

ciones potencias no cumplen, en general como vimos al estudiar las raices, la
ropiedad (zw)° = Z°wP. Esta igualdad se da en el caso de que

prop g q

exp(blog(zw)) = exp(blogz-+ blogw)

equivalentemente, puesto que la funcion expes periddica de periodo 2m, cuan-
do se verifique que

blog(zw) = blogz+ blogw+ 2kru, para algink € Z

Como caso particular, cuando zy w pertenecen al semiplano de la derecha la

igualdad log(zw) = logz+ logw es cierta con lo cual lo anterior se cumple para
k = 0. Por los mismos motivos la igualdad (z°)¢ = z°° no es cierta en general.
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1.4. Funciones trigonométricas complejas

1.4.1. Senoy coseno complejos Las ecuaciones de Euler:

gt 4 it dt _ oit
cost = ——— sent = ——
2 2i

validas para todo t € R, también tienen sentido para numeros complejos. Por
ello, para todo ze€ C definimos el coseno y el seno complejos por:
eiz 4+ e—iz eiz . e—iz

coOsz— ——— senz = :
2 2i

Es inmediato que el seno y coseno complejos extienden a las funciones seno y
coseno reales.

Puesto que el coseno y el seno complejos esta definidos como combinacion de
exponenciales sus propiedades se deducen facilmente a partir de las propiedade]
de la exponencial.

1. Identidad fundamental co?z+serfz=1

2. co§—z) =cogz), sen—z) = —ser(z)
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3. Formulas de adicion
sern(z+ w) = Serecosw + Senvcosz

COSZ+ W) = COSZCOSW + SENVSerz

4. Lasfunciones seno y coseno son derivables en todo C con sen'z=cosz, cos'z;
—sere

5. Relacion con las funciones hiperbolicas. Recordando que las funciones
hiperbodlicas sentx y coshx se definen por:

e +e” e—e”
COSIX = % sentx = ——

Es de comprobacion inmediata que:

COSIX = cogix) senhx) = —iserix)
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6. Se cumplen las igualdades
serz = serx coshy + i cosx senty
C0Sz = cosx coshy — i senx senhy
Icosz|® = co X+ senlf

serz® = serf x+ senK

7. Las funciones seno y coseno complejos no estan acotadas, aunque si lo
estan en bandas acotadas paralelas al eje real.

8. Las funciones seno y coseno complejas no tienen mas ceros que los reales,
esto es, serz= 0si, y solo si, zes real de la forma 2kmty cosz = 0 si, y solo si,

zes real de la forma g + K1t

1.4.2. Tangente compleja Por analogia con la tangente real definimos la
funcion tangente compleja como

tgz= SCTE (cosz +# 0)
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Puesto que el seno y el coseno son funciones enteras la tangente compleja es
una funcion holomorfa en su dominio de definicion C\ {z: cosz= 0}. Ademas

Tt
sabemos que cosz= 0s0lo si zes real de la forma z= 5 + 2kmpara algun ke Z.

Las propiedades de la tangente se deducen con facilidad de las propiedades
del seno y el coseno. Por ejemplo, puedes comprobar que

tgz+tgw

tg(z+w) = 1—-tgztgw

1.5. Funciones trigonomeétricas inversas

1.5.1. Arcocoseno complejo Dado un nimero complejo z € C se trata
de calcular los complejos w tales que cosw = z
eiw _|_e—iw

5 —z<— V1e W _27=0

puesto que exp(w) # 0 para cualquier w, podemos multiplicar por €" la expre-
siOn anterior

W _27eW 11-=0
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Poniendo u = €%, la ecuacién anterior podemos escribirla u? — 2zu+ 1 = 0,

U=2z++vVz2—-1=2z+i\/1-272

Observa que dichas raices son distintas de 0, de hecho una es inversa de la otra

cuyas raices son

pues su producto es igual a 1. Hemos obtenido que:

exp(iw) = z+iv/1—-2? <= iw € Log(z+iv/1—2%) <= CoSW =z

Naturalmente, hay infinitos valores de w que verifican la igualdad anterior. El
conjunto de todos ellos se representa por Arccosz

1 :
Arccosz = — Log(z+iv/1—2°)

De todos ellos elegimos el que corresponde al logaritmo principal y le lla-
mamos valor principal de Arccosz que esta definido por:

1 :
arccog = log(z+iv/1—2?)
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Veamos que el arccoz extiende al arcocoseno real. En efecto, paraz=xe[—1,1]
tenemos que:

i—llog(x+i\/1—x2) — i—l(log‘x+i\/1—x2‘+iarg(x+i\/1—x2)) —

— i—l(log1+iarg(x+i\/1—x2)) =
= arg(x+iv/1—x?)

Observemos que (X,1/1—x?) es un punto de la mitad superior de la circun-
ferencia unidad y una medida del angulo que forma el nimero complejo x+
iv/1—x? con el eje real positivo es precisamente el arco cuyo coseno es X.
Ademas, para x € [—1,1] se tiene que 0 < arccox < 1. Deducimos que arg(x +

iv/1—X?) = arcco.

Teniendo en cuenta que v/1— 7% = exp(% log(1—z%)), y que el logaritmo prin-
cipal es holomorfo en C\ R, deducimos, por la regla de la cadena, que la fun-
cién z— 1/ 1— z? es holomorfa en el conjunto

Q={zeC:1-2°¢ Ry} =C\ (] — o0, —1JU[1,+0o])
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Anélogamente log(z+i+/1— z?) es derivable en el conjunto
Q= {ze C:z+ivV1-2? géIR{g}
Como z+iv/1—2?yz—iv/1— z° son inversos, tenemos que

ZER™
V1—Z%2¢ciR

deducimos que Q1 = C\] — o, —1] D Q. Luego el arcocoseno es holomorfo en
Q. La regla de la cadena nos permite calcular su derivada

Z+iV1-2°cR, = z—iV1-2°cR, = = z€|— 00, —1]

. —Z
1+1—
1 1— 72
arccosz= -
I z4i/1-—272
1 1-z2—-iz -1

V1—-22iz—\/1-7%2 1-72

1.5.2. Arcoseno complejo Dado un niimero complejo z queremos cal-
cular los complejos w tales que senw = z El conjunto de tales numeros lo rep-
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resentaremos por Arcsen Aunque podemos repetir el mismo proceso anterior,
podemos aprovechar lo ya hecho y observar que

Tt
senw = cos(E — W)
. , . T[ 1 - 2 . .
luego senw = z si, y sélo si, S —WE Log(z+iv/1—2z%). Equivalentemente si
we S Log(z+iv/1—2?%)
2

El valor principal del arcoseno, que notaremos por arcserz, se define eligiendo
el logaritmo principal:

arcsea:g+ilog(z+i\/1—zz) ze C

y es una funcion holomorfa en C\| — o, —1] U [1, +00]|.

1.5.3. Arcotangente compleja Dado ze C queremos calcularlos nlimeros

: senw
complejos w tales que z=tgw, esto es, z=

0, lo que es lo mismo, zcosw =

senw. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Arctgz Escribiendo la
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definicion de seno y coseno

eiw_e—iw B Zeiw_|_e—iw
2l - 2

Si z= +i la ecuacion anterior no tiene solucion por lo que consideramos z+# +i.

Multiplicando por €V = u la expresién anterior resulta

wW—1=iz(l*+1)=u*(l—iz) =1+iz

. . 1+1z
puesto que z# —i podemos escribir u? = 1+ — esto es,
: 1+iz 1 1+iz .
eeW_"'"+ swe _Llo . Z £ +i
1—1z < 2l J 1—1z ( 7 )

Definimos entonces el valor principal de Arctgz por:

1 1+iz :
arctgz = 5Iog<1_iz) (z# +i)

Puedes probar ahora que la funcion arctgzes holomorfaen C\ {ip : pe R, |p| >

1}

Es facil probar que la funcion arcotangente compleja, al igual que ocurre con
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las demas funciones trigonomeétricas complejas, extiende a la funcion arcotan-

gente real.



index.html

	Funciones complejas elementales
	La función exponencial
	Logaritmos complejos
	Potencias complejas
	Funciones trigonométricas complejas
	Seno y coseno complejos
	Tangente compleja

	Funciones trigonométricas inversas
	Arcocoseno complejo
	Arcoseno complejo
	Arcotangente compleja



